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Solvcr on Equation Method 
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Ahstract 

A fast solver for a three叩dimensionalinduction problem is developed based on the integral 

equation method. The algorithm usむdin the solver is bl踏むdon that of Avdeev el al. (19告7)，wh.ich 

utilized Iterative Dissipative Method (IDM) to ensur・econvεrgence of the resultant Neumann serIes. 

The algorithm is modified to solve resultant large and den出elinear hy the KI・3ァlovsub自pace

method， instead of the Jacobi method. This modification enhances the efficiency of the solver up to 

twice. Several variants of the Krylov subspace mむけlOdsare tested， and it is found that the BiCGSTAB 

2 method is most ε血cientfor the bεnchmark model of the COMMEMI project (Zhdanov et al.， 1997). 
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はじめに

1¥11'1、 Tellurlc)法を用いて地下の比抵抗構造

を推定する躍には，構造の二次元性を1Eしく評価する必要

がある.構濯の三次元性の強い場所で される MTレ

スポンスは， Currcnt channcling (c芯，Jiracck‘1990)な

どの三次芯特有の彰響を大きく受ける. このような場合，

無理に一次元，二次元の解析を行うと誤った構造を推定し

てしまう可能性がある.従って.TF.確な構造を推定するた

めには，三次川解析を行うことが不可欠である. しかしな

がら，三次忌構造に対する電磁応答の計算手法は未だに発

躍進上であり，決定版が与在しないのが現状である.

二次元構造に対する電磁の計算のアルゴリズムは大

きく分けて?三種類ある. すなわち有限差分法 CMackieet 

aL， 1993， 1994 ; Smith， 1996a， b)，有限要素法 CMogi，1996 

; Zyserman and Santos， 2000)， そして積分方程式法
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lterative刀issiρativeMethod， ρace 

HJ91 ; Xiong and Tripp， 1995)である.

それぞれのアルゴリズムには利点，欠点がある.有限差分

法，釘限要素法は解くべき線形方程式の係数行列が非常に

疎であり，共役勾配法 (CG法)などのクリ口フ部分空間社;

が適用しやすいという利点をもっ. しかしながら空気層が

そデリング領域に含まれていることから，係数行列の各要

さのばらつきが芳しい. このような場合句クリロ

フ部分空間j去をそのまま適川しても収束が思し場合に

よっては発散してしまう.精度良く解くには前処理や，解

がMaxwell方程式を厳需に満たすように，強制限jにポテ

ンシャル場を差し引く，などの数値計算上の工夫が必裂で

ある官tぱ， 1994).一方，積分方程式法は，モデ

リング領域が背景の A次元構造と異なる屯気伝導度をもっ

電気伝導度異常領域に限られるために，空気層はモデリン

グ領域に含まれない.従って係数行列の各要素の大きさの

ばらつきは有限差分法や有限要素法の場合に比べて小さ

し本来クリロフ部分空間法に向いている.しかしながら，

係数行列が一般的に密である上，密行列に適切な前処理が

あまりないため，特に電気伝導度異常のコントラストが大

きい場合には適用は難しかった.一方，庭接法によって線

形方程式を解く場合はモデリング領域が大きくなると係数

行列の次元が高くなり，計算時間やメモリーの|台iiから計算

が著しく闘難になるため，そのj血用範囲は従来電気伝導度



積分方f宇式j去をや用いたl当速二次J乙電鈴応答計算コー iごの開発

実詰領域が小さい場合に限られていた

Avdeev etαl. はIterative

Method (IDM) 去に基づく新しL、アルゴリズムを提唱し

た.IDMl去は Fainberg品ndSinger (1980)において開発

された方法であり，電場および電気伝導度の代わりに新L

L 、変数を導入することによって，得られた積分方程式が逐

次反復法抗obi法)によって必ず収束する形になってL、

る.従って， IDM法の係数行列iまクリロフ部分空間法にも

有利であることが期待される.そこで，本研究ではまず

Avdeども elal. (1997)に準拠した三次兄電総応容計算コー

ドを作成することにし，その上でさらなる高連化をはかる

ために， Avdccvアetal. (1997)では Jacobi法によっ

れていた線形程式忠クリロフ部分空間Jよそ適用して解
いた.その結果， ，Jacobi法で反復するよりも計算時間を短

縮することに成功した.

本論文では，まず第二平で IDM法のアルゴリズムの披

まとめる E 次に第三主主で，三次記モデリングコードの

テストのための標準モデルとなっている COMMEMIpro 

(Zhdanov et al.. 1997)のモデルについて今回開発し

たコードを用いて電般応答を計算する.さまざまなクリロ

フ部分空間法を適用した場合について，反復回数や計算時

間などをJacobiiまなどの他の解法と比較してクリロブ

分空間法の釘効性を示すとともに，タリロブ部分空間法の

中でもどの解法が適しているかを検証する.

Iterative Dissipative Method (IDM) 去のまとめ

まず，点rでの電場E 議場H および屯流密度

j がexp(iωt) (ωは角周波数)の時間依存性を持って

L 、ると仮定する.同波数領域においてマクスウェル方程式

は以下のように書き去される.

¥1>く iωμH(r)

マ
ε 

マXH(r)二 i;E(r)+jsrc(r)
¥1 .H(r)二 O

ど=σ → zωε

ただし εは誘電率ヲ μは透礎率司 ρは電荷密度， σ

導度， Cは変位電流を含めた一般化された電気伝導度，jsrc 

(1')はソース電流である.Qを背景の一次元成屑構造に対

するグリーンテンソル，そしてEn(1')を，ソース電流が背

景の構造に対して作る電場であるとすると，ソース電流が

任意の電気伝導度構造に対して作る電場E(r)は次のよう

な積分方程式で表現される (Weidelt，1975)

E(r) =EnCr)十ミfACど と。)QE(r勺dr' (6) 

ただし，ふ (1')は背長の構造に対する一般化された電気伝

導度であり，またSAdr'は電気伝導度異常が存在する領域
全体における体積積分を表す.グリーンテンソル Qの具体

的な計算方法は Appendixに示している.
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式(6)を逐次反復法

次j!i似級数 (NeumanIl

られる

IQIIδどI 1 

で解く場合，対応する

が収束する条件は次のよう

and 1弘ng，1997).
(r1¥ 
べ1)

一一…YL
a
 

hxU 

1
レだた である. A vdccv et al. (1997)は式

(6)を次のように変形して匂この収東条件が常に成¥T.するよ

うにした.対応する積分点謹式は次のように書き表せる:

χ ニ Xo(r)十κ① (RX)

fこだし，

(8) 

ι一一乙一R
 

円
叶
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i
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演算子κはベクトjレη

χム)悩

して次のように作用する.

(κ@η)ニη (13) 1'Q ηdr' 

(2) 

どっはむの共投複嘉数を表す.Pankratov et a1. (1995)は地

表での電総場のエネルギーの流れが常に外向きであること

を手1)J-lJして， この積分ノんら

i況/κf11叩Riく司14羽) 

が常にi満荷たされることを示した.従って式矧を Jacol刀法

く擦の巡次近似級数は必ず収束する.

Avd官官vet al. (Jにおいては式(8)をJacobi法を用

、ている置 しかしながら， 反復法には Jacobi法や

Ga uss-Se.id e1法などのいわゆる定常反復法の他にも，共投

勾配訟などに代表されるいわゆるクリロフ部分雫問

訟があるCI3arretet al.， 1994). クリロフ吉1;分宅問法とは.

n回目の反復の更新ベクトルを線!fc;h'程式の初期残差ベク
ト}vから構成されるクリロブ部分空間の中から選択すると

いう五法であり，クリロフ部分空間の構成の{上方.またど

のような原理で更新ベクトルを決定するかなどによって

CG 此 BiCG法， BiCGSTAB法，おiCGSTAB2法， GP-

BiCG法などの種類がある(藤野・ 3長， 1996). 一般的にク

リロフ部分空間i去はJacobl法なと、の定常解法に比べて高

速で，特に係数行列が疎の場合に有効であると言われてい

る. しかしながらその収束条件は必ずしも明らかで、なく，

式(8)に適用した場合， Jacobi法を用いた場合と異なり得

られた級数が必ず収束するという保証は存在しない.その

と，式(8)の係数行列は密であるため，クリロフ部分空間法

がそれほど有効でない可能性もある.そこで本研究では，

従来の Jacobi法などの定常反復法といくつかのクリロフ

部分空間法について，ある標準モデルに対して電磁応答の

計算を行い，クリロフ部分空間法を用いた場合，定常反復

法に比べて収束回数や収束時間は短縮されるか，またいく

(3) 

(4) 
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つかのクリロフ部分空間法の中でど

ということを評価した.

も いる

標準モデルとしては CO.MMEMI

Modeling Methods for lnduction 

Problcmsl et a1.. 1997)において提案

されたそデルそ採した.国 lにJfJlサニモデルを示す. こ

のそテゾレに対して，田期 10秒および 100秒における MT

レスポンスを計算した.収束基準は次に示すによった

川 [κd]-1)χχ。
f…1 一一 |χ。12
が 108に述したときに収束したとみなし，反複を中

lO(Ohm-m) 

40km 
1(Ohm-m)II00(Ohm-m) 

一I--.....-X--

20km 20km 

判

HI
 
K
 

ハVl
 

lO(Ohm-J~l) 

20km 100(Ohm-m) 

O.l(Ohm-m) 

図1. COMMEMI projectにおいて提案されたベンチマー
クモデル目 cu真 1:から見た肉(下)y コ O における断 I~j
図.図中比抵抗の単位Ohm-mはi2. mを表す.

。[

止した気伝導度異常領域として，原点を巾心とする 80

kmX80kmの長五形内の深さ 10kmまでの領域を取り，

その領域を 80X 80 X 5の直方体グリッドに区切った.その

際必要とされたメモリーはすべて倍精度計慌で 161

l¥l!by(βちであった.比較に用いた反f立法は，定常反復法か

らぬcobl法および準Gauss-Seidelt:去，またク 1)1コフ部分

空間法からはBlCGS'I、AB法， BiCGSTA別法， GP-BiCG 

法である.各解法の詳細については藤野・張(1996)に詳

しい.代表的なクリロブ部分空間法である CG法および

BiCG法については司 CG法は係数行列がエルミートでな

いと適}はできないのに対し，本研究の係数行列はそうでは

ないこと司また BiCG法は計算のため

る必裂があり繁雑となることや.収束の仕が不規

制であること (Barretet al.， などの理由で採出しな

かった.準Gauss-Seideli去とは.本来の Ga uss-Seide 1 
では式(8)において iterationの結果求められたχの僚を巡

次更新するのに対し，本研究で問先したコードは，式(8)の

計算を各層毎iこFFTを用いた Convolutionfilterにより

る寸前vet al.， J 方式を採用してい

るため， 1直を逐次更新するのではなく属単位でまとめて更

るという方法である.

い([2に，周期 100秒の計算の

il日

反復回

kの!苅がx 向に、l正面波が人射した場合の反復

y hirlJに人射した場合の反窪田数を示す.

された. BiCGSTAB， 

BiCGST AB2， GP-BiCGのいずれのクリ口ブ部分空間

も， Jacobi Gauss-Seidel 

て半分程虚の反復回数で請むことが分かった. Table 1 

に，反榎討会算に必要な時間を竺関試行を行って測定した結

果を示す.χ，y方向の入射波に対して要した時間の手rJを示

している“ f吏吊した CPUは 21164A(600 で

ある.これを見ると，所要時間のi主iでも， ク1)ロフ

間j去を採JIjすることによりおcobi法や準Gauss-Seidel

とされる以復計算の時間の半分以下に押えられる

ことが分かる.クリロブ部分空間j去の中でit，BiCGST AB 

2 および GP-BiCG1.去が BiCGSTAB;去に比べて反復IIIJ

数は一割ほど少なくなった. BiCGST AB2 i去および GP-
BiCG法は必要となる反復回数は全く同じであったが，必

要とされる計算時間は BiCGSTAB2法の方がわずかなが

ら少なく済んだ. これは偶数岡目の iterationにおける演

算が BiCGSTAB2法のん命が少なくて済むからである(藤

野・張， 1996) ちなみに今回は Jacobi法の}fが準Gauss

Seidel法よりも収束が速かった.これは，準Gauss-Seidel

法では得られた級数の収束性が成立しなくなる影響である

と考えられる.

次に，本計算で得られた結果をこのモデル計算で基準と

される Wannamaker(199 I)の結果と比較する.図 3に，



積分方程式j去を汁iいた高速でA次元電総応答JI算コードのIJ市立 ヨ
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図 2. 周期 100秒において各反復法において必安な以復回数. 横i~111 に反復回数， 縦軸lこを示すー 上のi苅がx方向に平而波が
入射した場合， ドの凶にy方I('Jiこ平面波が入射した場介会示す. BiCGSTAB， I3iCGSTAD2， GN3iCGなどのケリロフ部分空間法
長用いた場合j t..laじりbi;去や子供Gauss-S日idel法などの定取解法を用いた場合に比べて、|三分程度の反復回数で収束することが分かる.

表1. 反復計算に必要な時間 3同の試行の結巣およびその平均妥示した方向の人
射波に対して要した時間の手口を示している.単位は秒. BiCGST AB， BiCGST AB 2， 
GP-BiCGなどのクリロフ部分空間法を用いた場合， ，Jacobi法や準Gauss-Seidel法を用い
た場合に比べて、子分程度の時間で収束することが分かる.

解法

Jacobi 準Gauss-Seidel BiCGSTAB BiCGSTAB2 GP-BiCG 

Trial 1 1246 1589 421 386 403 

Trial2 1271 1817 482 413 422 

Trial3 1305 1826 497 434 462 

Average 1274 1744 467 411 429 
」一一一一一一
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図 3 悶1のモデルに対する， y-Qの断商における地織気変換関数のx成分の言i狩結果周期 10秒の結果を示す.横軸にエ}判票
の{底縦i地に地磁気変換問数の値を示す.上の凶が実剖5， ドの凶が虚部を表すー十字がもN乱nnamaker(1991)で得られた結巣，
実線が本研究で開発したコードによるもの. Iffij存は良い」致そ示す.

周期 10 秒での y二 O の ~JTI~î (間 lの点線)での地織気変換

i理数の実部および虚部を去す.また， 1';(1 11 Iこ席 100

の見掛け比抵抗および佼相のりおよびμ 成分を示す島ど

ちらの凶からも，本計での結果と Wannamaker(1991) 

との結果が良Lトー・致を示すことが分かる.

まとめと今後の課題

は， A vdeev et al. (1997)によって提案された

IDM法に慕づく電感応答計算アルゴリズムそ改良し，得

，Jacobi法ではなくクリロツ部分?主問

、た場合の振舞いについて調べた，クリロフ部

分空間法を用いた場合は IDM法の平Ij点である，どのよう

な比抵抗構造に対しでも対応する級数が収束し，原理的に

解が求まるという利点は失われるが，モデル計算ではクリ

ロフ部分空間法を用いても収束は達成され，また収束速度

もほぼ二倍程度に改善されることが分かった.クリロフ部

分空間法の中では，収束回数，計算時間の面でわずかに

BiCGSTAB2法が勝った.

ソースが一般に公開され，良く三次元計算の際に用いら

れる Mackieet al. (1994)による差分法のコードが平面波

入射の応答しか計算できないのに対し，本研究で開発され

たコードはあらゆるソースに対する応答を計算できるとい

う手IJ点がある.ダイポールソースに対する応容が計算でき

ると， Jacobianを相反定理により計算することが可能に

なるため，二J次元インパージョンの際に差分でJζlcobian

る場合に比べて計算時間を人;帽に短縮することが

可能である.その上，積分方程式法はモデリン夕、領域が電

ある場所だけに眠られるため，先見的な情

報により電気伝導度異常が与在する領域の広さを押えるこ

したコードは，二次元インパージョン

L:で有利であると言える.

本研究では，線形碍式を解く際前処1寝をJlJl、なかっ

た.これは前述、の通り積分)j程式法における係数行ダIJは密

であり適切な前処理行列が無いこと，また IDM法を用い

ることで係数行列の性質が改普されると期待されることな

どが理由である. しかし，実際さまざまな前処理法を適用

してどの程度改善が見られるのかテストすることは必要で、

あろう. また， 171Jえぱ Habashyet al. (1993)， Torres-

Verdin and Habashy (1994)で示された Nonlinearscat-

tering approximationのような，式(6)の近似解が前処理

行列として利用できる可能性があり，さらに研究を進める

必要がある.
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図 4 関 lのモデルに対する，y二 Oの断面におけるインピーダンステンソルの非対角成分の計算結果.周期 100秒の結果を示す.

横軸に Z座標の値，縦剥11には上から順に見掛け比低抗のり成分，位相のり成分，見掛け比抵抗の yx成分，位相の yx成分を示

す.記号は図3と|司じ.図中の単位 COhrn-rn)はQ'rnを表す 図3と同様， Wannarnaker (1991)の結果と本研究の結果は良
L 、一致を示す.
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Appendix 

グリーンテンソルの計算法

取に;J(平成国情i左大地におけるグリーンテン 凶の…般解は次のよう

ソjレの計部方法をまとめる般に t層 1-1内部での電場お

よび礎束密度は，ポロイダルポテンシャル II， およびト

口イダルポテンシャルrを用いて次のように書き表すこと
ができる (We社ver，1994). 

f子…'i7x 'i7 II iwてxr

H マ×マ xrlμt:'i7>くn
fこだし，

川)
rr(() 

である. これらのポテンシャルはヘルムホル

'i72nωμどTI 0 

'i72rωμど下一一O

を満たす.

wi境界での1Iと Fの境界条件は，電場および磁場
密度)の水、ド成分が層境界をはさんで連続であるという事

(lli)および(17)を書き下してみると， 電

各成分は次のように書き表すことがで

きる.

引:)ωμ山叩
B2G1 iGj11c( ( )ト吋)
従って，電場の水平成分の連続性から aTI，およびにが述

続であること，また儲場(融束密度)の水平成分の述枕性

から θi二およびt;IJzが連続であることが言える.

次にヘルムホルツ方程式側および凶の一般解を波数領

域で求める.例えば式酬のz成分は，波数領域で次のよう

に表現される.

~H 

~
ャ
j一
J
1
F
 

，d
一

{

十二Jiwμ仁十十時 (25) 

ここで， TIzはTIzの波数成分であり，次のように定義される:

TIz三 fJITz(z)exp(i(kxx十k，y))d丸dky 凶)

ただし，弘およびhはそれぞれ X，YノIjl白jの波数を去す.式

去される E

ニごII

間領域での TIz

1)エ変換することによって次のように書き表すことができ

る.

包

(Hi) 

(日
11匂二fJ(il

十 (28) 

(18) 

A および β は対称何より司 λ 二 J(ピ十た~;)のみの関数

である.その場合‘式12印は次のようにハンケル変換の形に

ことカtできる匂aver・ 1994). 

IIz二 f え)exp(γ'Z)十 sCA)εxp( (29) 

n叫
υ1
 
(
 r 1301 

位。
。1)

ただし， <:10は0次のベッセル関数である.式仰の一般解も

同様にしてうえることができる

次にダイボールが存在する出での、/ース項を求める.波

数領域においてダイポールが作る一次電場次密度

の?成分はそれぞれのポラニンンャルのソ

止を用いて次のように与えられる(式(22)，

ニam…iω，Uどm (32) 

(33) 

この-.)，占う}にしでは， トロイ夕、lVポテンシャ lVによって

作られる場とボロイ夕、jレポテンシャルによって作られる場

しているので，それぞれの成分を用いて両ポテン

シャルのソースE討を， ダイポールソースが作る一次喝のz

を説明するようにJ犬めることができる (Ward

and Hohmann， 1988)置単位強さの電流ダイポールソース

た時の一次電場， ー次磁京情}支の宅問領域での値

EP， sP (ま HerlzvcじtorSを用いてj欠のようにうえられる

CWeaver，1994). 

EPニマ('i7・.'1) マ2.'1

(21) 

制

倒)

BP二 μt:'i7 x .'1 (35) 

ただし，.'1の波数領域での値sは，ダイポールの|白lきの単
位ベクトルをぬとして波数領域で次のように与えられる.

S=SX; (36) 

S EEP(-hztu|) 
(37) 

4πt:r 
.z-dipoleの場合

式(札 (35)により ム次電場， ふ次磁束密度はそれぞれ

Elご âîS-iωμ~ G印
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。
と書き表すことができるー従って、

比較して

(39) でうえられる.

(32，(坊と ・y-dipolcの場合
x-dipoleの場合のグリーンテンソル成分を時計開りに 90

L，符台を入れ替えたものがの場合のグ

リーンテンソル成分になるので省略.

ダイポールが存u:する層でのグリーン関数のソース虫が求

まると，先に求めたポテンシャルの層境界での連続条件，

また地表面，以下隔でのポテンシャルの境界条件を)泣いて

任意の地点でのグリーン出数を言することができる

1994: A). 数値三十昨によりグリーン

関数を求める際に必要となるハンケル変換には Chavε

(のi丘陵積分?去を用いた.この方i法は， cODvolutioD 

filtcrを用いた AndersoIl(の方法に比べて計第時間

る代わりに誤ぷが予測できること，ならびにより条

(110) 
exp( 示 -wi)
4πどγ

n 0 
を得る.・x-dipoleの場合
闘により

E~=δ)å4 S 

ー!Aま
/
町

一次磁束密度はそれぞれ

である.

(42) 

(i13) 

(33)と上ヒ較して

(判

r; 

を得る.ただし司 t(;i

llZ ?とo
1 z-w<O 

(45) の:コ

チンを出用しディングでは Andcrson(1989) 

(46) 




