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・破壊のパターン形成の数理

・大規模４次元変分法データ同化の数理・応用

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

・金属材料の粒成長パターン

・断層摩擦パラメータの空間パターン
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データ同化
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D = {D1, D2, ...}
<latexit sha1_base64="uqBeDhpsi6lxGlvwkHHdVQpc2sc="></latexit>

モデル データ事後分布

p(xt | D)
<latexit sha1_base64="9Cy5FDqhVcuvIh7OEYFm+wU107A="></latexit>

予測の高精度化、
逆問題、…

実験・観測デザインの
最適化

p(xt | D)
<latexit sha1_base64="9Cy5FDqhVcuvIh7OEYFm+wU107A="></latexit>

事後分布（に比例した量）を1点評価するのに1回のモデルの時間発展計算が必要

・小さいモデルを使う？　→ 表現能力の低下

・評価回数を極力減らす？　→ 事後分布の精度低下
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→ モデルの規模・目的に適したアルゴリズムの選択が大切
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本日の話題

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

・４次元変分法データ同化

・サンプリング法との融合可能性 
　　　　相補的な高速化へ向けた試み（模索中）

休憩

アルゴリズムの話題を中心にお話しします。

p(✓)
<latexit sha1_base64="GpdAVcHh9JDzrelSbAp+4vMUz30="></latexit>

✓̂
<latexit sha1_base64="ehxCx+d3pIESsKl7ZfcPjJ0tcZ8="></latexit>

Ito et al., Phys. Rev. E, 94, 043307 (2016)
Ito et al., STAM,18:1, 857-869 (2017)

・大規模不確実性評価
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https://journals.aps.org/pre/abstract/10.1103/PhysRevE.94.043307
https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/14686996.2017.1378921


4次元変分法データ同化と

サンプリング法との融合可能性
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データ同化アルゴリズムあれこれ
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逐次データ同化 非逐次データ同化

p(xt | D)
<latexit sha1_base64="9Cy5FDqhVcuvIh7OEYFm+wU107A="></latexit>

p(xt | D)
<latexit sha1_base64="9Cy5FDqhVcuvIh7OEYFm+wU107A="></latexit>

p(x0 | D)
<latexit sha1_base64="YZ41l0LDB4d7yMkbgRl7814ENRI="></latexit>

x0
<latexit sha1_base64="Jx+cW+SJxE+Pa7o4z0mLl2CNdgI="></latexit>

・概形と時間発展を評価
初期値の事後分布のMAP解だけを探索

・大規模モデル向き・小中規模モデル向き
シミュレーション１つに 
　　計算資源を集中できるため

事後分布をサンプル群の時間発展で評価

たくさんのシミュレーションを 
同時に走らせる必要がある（並列化可）

・EnKF, 粒子フィルタ など ・４次元変分法

・概形も時間発展も評価しない
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大規模モデル

2021.01.22 スマートサンプリング講演会 08/40

空間方向 
離散化

@c

@t
= 0

<latexit sha1_base64="+DuWf/G/Q1qN3rxQKEZpH5U5+jE="></latexit>

@y

@t
= r (cry)

<latexit sha1_base64="5Eie73Ys07UcLXeUEy82VPz67Ac="></latexit>

dx

dt
= F (x)

<latexit sha1_base64="okOfZccAOeFGBRquAtq2PDLqkhU="></latexit>

常微分方程式
L

<latexit sha1_base64="m7GGtaDFdh43+pFgjcmmwRRVns8="></latexit>

L2
<latexit sha1_base64="thjWTd6RihTzFbYsp8xNrm6WOqA="></latexit>

L3
<latexit sha1_base64="Hj6tScwPBCrBnunp6KYUmhnhFwA="></latexit>

空間1方向に100格子点とると,

２次元問題 100x100 格子点 = O(10,000) 変数 !
３次元問題 100x100x100 格子点 = O(1,000,000) 変数 !!

(y1, c1)
<latexit sha1_base64="wWKI6lX86S2Dj26rEurav0pQBN4="></latexit>

(y2, c2)
<latexit sha1_base64="6O3s4p4FnPINseuVsA+v55PCATM="></latexit>

x = (y1, y2, . . . , c1, c2, . . . )
>

<latexit sha1_base64="CMdOeZoBuiIpVP6uog8dmfb70BA="></latexit>

. . .
<latexit sha1_base64="Vz5tsOaASbTxiZ8j+uThnvYzxSg="></latexit>

大規模モデルの事後分布を 
効率よく評価するアルゴリズム

偏微分方程式

↑ 格子点上の物理量を全て並べたベクトル

出典：Google Earth
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４次元変分法

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

Dt = h(xt) + !t
<latexit sha1_base64="yXpqNkT0w6ffWorbjXV9yQ9bbtU="></latexit>

!t ⇠ q(•)
<latexit sha1_base64="BVEjgQf0iX35/BBzir1DM3XQaXQ="></latexit>

x0 = ✓
<latexit sha1_base64="3tnKdZhOroykKE9AkYQLgeiHt+E="></latexit>

シミュレーションモデル

p(✓ | D) / p(✓)
Y

t2T obs

q(Dt � h(xt))
<latexit sha1_base64="oWi9GfktOIkXj88PGSyzQpA7glc="></latexit>

事後分布

コスト関数

C(✓) = � log p(✓)�
X

t2T obs

log q(Dt � h(xt))
<latexit sha1_base64="dGQ7FytXyMRO7Mw9F/722V4PPcI="></latexit>

p(✓ | D) / e�C(✓)
<latexit sha1_base64="e075dcW3ikGHqSQBkD9Kp8T8K60="></latexit>
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T obs
<latexit sha1_base64="SMmXtD5Kzifn6YlK+hRImb/o8g8="></latexit>

：観測時刻のセット
p(✓)

<latexit sha1_base64="WGN2PBPUYctwd9zIQsrpAM3Un4c="></latexit>

：事前分布

モデルの初期値に関する事後分布から事後確率最大解（MAP解）を抽出する手法

ノイズh
<latexit sha1_base64="9gygmdn+QQW5JH9b9JNHqm5Ff9o="></latexit>

：観測演算子

データと       の関係Dt = h(xt) + !t
<latexit sha1_base64="yXpqNkT0w6ffWorbjXV9yQ9bbtU="></latexit>

初期値

MAP解
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４次元変分法による初期値更新

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

✓guess
<latexit sha1_base64="YnLegehdSrKrSmzbu3/KDfP7jUU="></latexit>

Time

x0 = ✓
<latexit sha1_base64="3tnKdZhOroykKE9AkYQLgeiHt+E="></latexit>

C(✓) =
X

t2T obs
<latexit sha1_base64="ZS3Z0hDusosxrFqeLGFiyaBbqyI="></latexit>

：データ

10/40

適当に選んだ　　　                ではデータと全く合わないが,,,x0 = ✓guess
<latexit sha1_base64="AqZRKhAp+ail3X3ypq29XDB6qtc="></latexit>
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４次元変分法による初期値更新

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

✓guess
<latexit sha1_base64="YnLegehdSrKrSmzbu3/KDfP7jUU="></latexit>

Time

x0 = ✓
<latexit sha1_base64="3tnKdZhOroykKE9AkYQLgeiHt+E="></latexit>

✓̂
<latexit sha1_base64="ehxCx+d3pIESsKl7ZfcPjJ0tcZ8="></latexit>
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勾配法による最適化により 
　　　　データに適合する初期値　　　　　　を探すx0 = ✓̂

<latexit sha1_base64="Lo0LEFFzTOuOLCRfu+MtakxyflQ="></latexit>

C(✓) =
X

t2T obs
<latexit sha1_base64="ZS3Z0hDusosxrFqeLGFiyaBbqyI="></latexit>

の勾配 の計算が必要

C(✓) =
X

t2T obs
<latexit sha1_base64="ZS3Z0hDusosxrFqeLGFiyaBbqyI="></latexit>

：データ
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Adjoint法による勾配計算

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

C(✓) = � log p(✓)�
X

t2T obs

log q(Dt � h(xt))
<latexit sha1_base64="dGQ7FytXyMRO7Mw9F/722V4PPcI="></latexit> で直接微分ができない

log q(Dt � h(xt))
<latexit sha1_base64="JhwuSzHapToMJpcRjI3puCA2jKQ="></latexit>

Adjoint法

� d
dt
�t = (rx f )> �t +

X

t02T obs

�(t � t0)rxt0C
<latexit sha1_base64="1kqcoTy2iTY3iSE4F+wj0lrXbFY="></latexit>

�T = 0
<latexit sha1_base64="h5FlaEbyb5cnhAtKyCqna4vs1GU="></latexit>

T
<latexit sha1_base64="ajy51y/F7329LyhzgkGTAYF0l28="></latexit>

：終端時刻

変分をとって係数比較

Adjoint モデル

✓
<latexit sha1_base64="jRRHIl4aQaDCLy6WjaPD1Ye14kE="></latexit>

12/40

L = C +

Z T

0
dt �>

t

✓
f(xt)�

d

dt
xt

◆

<latexit sha1_base64="78IbWdMIbrr+VecwGQKtTmPH9ds="></latexit>

�t
<latexit sha1_base64="MTTozS6+KSrcznvpKqdNQgdB5ko="></latexit>

：Adjoint変数
(ラグランジュの未定乗数)

勾配法によって最適化したいが,,,

t=Tから時間後ろ向きに解くことで、目的の勾配が得られる
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時間後ろ向きに計算する

t
<latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit><latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit><latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit><latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit>

t
<latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit><latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit><latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit><latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit>

� d
dt
�t = (rx f )> �t +

X

t02T obs

�(t � t0)rxt0C
<latexit sha1_base64="1kqcoTy2iTY3iSE4F+wj0lrXbFY="></latexit>

�T = 0
<latexit sha1_base64="h5FlaEbyb5cnhAtKyCqna4vs1GU="></latexit>

Adjoint モデル

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

✓
<latexit sha1_base64="jRRHIl4aQaDCLy6WjaPD1Ye14kE="></latexit>

dC

d✓
<latexit sha1_base64="pbpm7LokrN6XiD4C/gJ6Clb8cQ0="></latexit>

Input

Output

T obs = {0, t1, t2, . . . , tn = T}
<latexit sha1_base64="ryuXTQ0mJCzzWoku/BcVPGMW6NI="></latexit>

13/40
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４次元変分法
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� d
dt
�t = (rx f )> �t +

X

t02T obs

�(t � t0)rxt0C
<latexit sha1_base64="1kqcoTy2iTY3iSE4F+wj0lrXbFY="></latexit>

�T = 0
<latexit sha1_base64="h5FlaEbyb5cnhAtKyCqna4vs1GU="></latexit>

Adjoint モデル

✓
<latexit sha1_base64="jRRHIl4aQaDCLy6WjaPD1Ye14kE="></latexit>

✓̂
<latexit sha1_base64="e8y7Sn9k5Dcdy/FYFy9xaHHxaEg="></latexit>

C(✓)
<latexit sha1_base64="+Bo7cbQ29uvKFaPe0edTW1U+aGQ="></latexit>

✓guess
<latexit sha1_base64="YnLegehdSrKrSmzbu3/KDfP7jUU="></latexit>

① シミュレーションモデルを解く

② Adjoint モデルを時間後ろ向きに解く

③ 勾配に従って少し動かす。①へ戻る。

4次元変分法による初期値最適化

Adjointモデルの計算コスト ≒ シミュレーションモデルの計算コスト
全体の計算コスト = (シミュレーション時間) x (反復回数)

⓪ 初期推定値を設定

(シミュレーション時間) x (変数の数) x (反復回数)c.f. 数値微分
14/40
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４次元変分法の適用：反応拡散系

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

�(x, t)
<latexit sha1_base64="Z6IVwu0a+OQ2hYxc9Gak7CYeHIE="></latexit>

m
<latexit sha1_base64="cvTWDqnGB0WWzH7k4gKGdgAcjgM="></latexit>

Allen-Cahn モデル (phase-field モデル)

: Phase-field 変数

: 相境界移動方向を決めるパラメータ

問題設定
Noisy なスナップショットの時系列データから

・      の初期値　　　　

・        の値　　m
<latexit sha1_base64="cvTWDqnGB0WWzH7k4gKGdgAcjgM="></latexit>

�(x, t)
<latexit sha1_base64="Z6IVwu0a+OQ2hYxc9Gak7CYeHIE="></latexit>

�(x, 0)
<latexit sha1_base64="2wtzSLXCd4Y9W9XjDFPJSpTb80M="></latexit>

を４次元変分法によって推定（60,001次元）

TDGL方程式、結晶成長モデル、延焼モデル、…

の時間発展�(x, t)
<latexit sha1_base64="Z6IVwu0a+OQ2hYxc9Gak7CYeHIE="></latexit>

300格子点

20
0格
子
点⌧

@�

@t
= ✏2 4 �+ � (1� �)

✓
�� 1

2
+m

◆

<latexit sha1_base64="ez+mHNjUXJcK1+H9U215fb4s8aM="></latexit>

�x = ✏
<latexit sha1_base64="HLR6k1x6qbu/qB5Y1UYnolx6upE="></latexit>

�t = 0.1⌧
<latexit sha1_base64="YJJkoD+q5W19iUYhRhP1ccTq37A="></latexit>

格子間隔：
タイムステップ：

詳細な設定

m = 0.1
<latexit sha1_base64="RloqgP/JWQSPgqFK7OeGGGkNOFQ="></latexit>

最適化法: L-BFGS-B 法

ラプラシアンは中心差分で離散化、
時間微分はオイラー法で離散化、

15/40

�(x, t)
<latexit sha1_base64="Z6IVwu0a+OQ2hYxc9Gak7CYeHIE="></latexit>

1

0

相１ 相１相２

�(x, t)
<latexit sha1_base64="Z6IVwu0a+OQ2hYxc9Gak7CYeHIE="></latexit>

２つの相の時空間発展を記述

@m
@t
= 0

<latexit sha1_base64="3qMrFlKRdHaO/yZUGFY7VBmQIxc="></latexit>
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４次元変分法の適用：反応拡散系

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

Iteration

真値

�(x, 0)
<latexit sha1_base64="2wtzSLXCd4Y9W9XjDFPJSpTb80M="></latexit>

の推定 m
<latexit sha1_base64="cvTWDqnGB0WWzH7k4gKGdgAcjgM="></latexit> の推定

16/40
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４次元変分法のまとめ
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・モデルの初期値に関する事後分布を評価

・事後確率最大解（MAP解）のみを探索

→ 大規模モデルのパラメータ推定・初期値問題に非常に強い

良いところ

改善したいところ

・より高速な探索

サンプリングの手法と組み合わせてみる

・多峰性による局所解への落ち込み

✓
<latexit sha1_base64="6L/sfM20+IbPGS/8f9cvkF/lmnE="></latexit>✓̂

<latexit sha1_base64="ehxCx+d3pIESsKl7ZfcPjJ0tcZ8="></latexit>

C(✓)
<latexit sha1_base64="+Bo7cbQ29uvKFaPe0edTW1U+aGQ="></latexit>

✓guess
<latexit sha1_base64="YnLegehdSrKrSmzbu3/KDfP7jUU="></latexit>

・通常の４次元変分法では抜け出せない

・モデル計算回数はなるべく少なくしたい

19/40
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Langevin dynamics

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

⇥k+1 = ⇥k � ⌧
@J

@⇥k
+
p
2⌧⇠k

⇥opt ⇥ini ⇥

C(✓)
<latexit sha1_base64="+Bo7cbQ29uvKFaPe0edTW1U+aGQ="></latexit>

✓
<latexit sha1_base64="6L/sfM20+IbPGS/8f9cvkF/lmnE="></latexit>✓̂

<latexit sha1_base64="ehxCx+d3pIESsKl7ZfcPjJ0tcZ8="></latexit>

✓guess
<latexit sha1_base64="YnLegehdSrKrSmzbu3/KDfP7jUU="></latexit>

・通常の４次元変分法

・Metroplis-adjusted Langevin algorithm

⇠k
<latexit sha1_base64="u6nlPr36NJQ/+xmwTlGbw6QEYcY="></latexit>

:ガウスノイズ

q(✓0 | ✓) / exp


1

4⌧
k✓0 � ✓ + ⌧r✓Ck22

�

<latexit sha1_base64="eEBkExoNFEFGoKyPmWBxb01q+EA="></latexit>

提案分布

✓k+1 = ✓k � ⌧r✓kC +
p
2⌧⇠k

<latexit sha1_base64="f6KOAzZEms1U/q1sOhWGBj/01GI="></latexit>

✓k+1 = ✓k � ⌧r✓kC +
p
2⌧⇠k

<latexit sha1_base64="f6KOAzZEms1U/q1sOhWGBj/01GI="></latexit>

・４次元変分法 → 局所解からの脱出
・サンプリング法 → 勾配によるブースト

✓
<latexit sha1_base64="6L/sfM20+IbPGS/8f9cvkF/lmnE="></latexit>✓̂

<latexit sha1_base64="ehxCx+d3pIESsKl7ZfcPjJ0tcZ8="></latexit>

C(✓)
<latexit sha1_base64="+Bo7cbQ29uvKFaPe0edTW1U+aGQ="></latexit>

✓guess
<latexit sha1_base64="YnLegehdSrKrSmzbu3/KDfP7jUU="></latexit>

20/40
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例題

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

・擬似観測データ

Si(t) =

Z
dx  i(x, t)

<latexit sha1_base64="8MrlNqZIWqkGrmsPjsYwfxPkPCc="></latexit>

K(t) =

PN
i=1 S

2
i (t)PN

i=1 Si(t)
<latexit sha1_base64="1wEV9IUNAwT8cNYUT6D8u14HT0c="></latexit>

K(t) = K(t) + !t
<latexit sha1_base64="WW5GC4d0bdXObbU07f3BItN9xp8="></latexit>

・特徴的な粒サイズ

10-1

100

101

102

103

104

105

106

 0  0.5  1  1.5  2

C
o

st
 f

u
n

ct
io

n
 J

A

short time window
long time window

where

A/Atrue

K(t) = K(t) + !t
<latexit sha1_base64="WW5GC4d0bdXObbU07f3BItN9xp8="></latexit>

:ガウスノイズ

コスト関数 ・コスト関数がガタガタになることがある
→ 通常の４次元変分法が使えない

✓k+1 = ✓k � ⌧r✓kC +
p
2⌧⇠k

<latexit sha1_base64="f6KOAzZEms1U/q1sOhWGBj/01GI="></latexit>

ノイズの力を借りて局所解から脱出
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レプリカ交換モンテカルロ法

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

�
<latexit sha1_base64="+Lovzm6f5E7MX0IcjbHLpQTmVZQ="></latexit>

逆温度

p�i(✓ | D) / e��iC(✓)
<latexit sha1_base64="NZMBtG1Ob0ZGYghUjAHnEqZZcdw="></latexit>

0 = �1 < �2 < · · · < �n = 1
<latexit sha1_base64="XaYSvgD54zRdFUdMkBhR6M0aml0="></latexit>

が元々の事後分布

温度の異なる分布族

1. それぞれは独自にマルコフ連鎖で更新
2. 時々異なる温度間でサンプルを交換

単純なメトロポリス法では超えられない

大きな障壁を越えることが可能

0 = �1 < �2 < · · · < �n = 1
<latexit sha1_base64="XaYSvgD54zRdFUdMkBhR6M0aml0="></latexit>

高温

低温

山越えが容易

山越えが困難
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レプリカ交換モンテカルロ法

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

�
<latexit sha1_base64="+Lovzm6f5E7MX0IcjbHLpQTmVZQ="></latexit>

逆温度

p�i(✓ | D) / e��iC(✓)
<latexit sha1_base64="NZMBtG1Ob0ZGYghUjAHnEqZZcdw="></latexit>

0 = �1 < �2 < · · · < �n = 1
<latexit sha1_base64="XaYSvgD54zRdFUdMkBhR6M0aml0="></latexit>

が元々の事後分布

温度の異なる分布族

1. それぞれは独自にマルコフ連鎖で更新
2. 時々異なる温度間でサンプルを交換

単純なメトロポリス法では超えられない

大きな障壁を越えることが可能

0 = �1 < �2 < · · · < �n = 1
<latexit sha1_base64="XaYSvgD54zRdFUdMkBhR6M0aml0="></latexit>

高温

低温

山越えが容易

山越えが困難

24/40
© 伊藤伸一



数値実験

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

A/Atrue

B/Btrue Log（コスト関数）

異なる初期値

初期値に依らず最適解近くに高速に到達

Metropolis-adjusted Langevin algorithm
+ レプリカ交換モンテカルロ法

25/40
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前半のまとめ

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

・モデルの初期値に関する事後分布のMAP解を高速に評価 ※良い initial guess を選択できれば

大規模モデルのパラメータ推定・初期値問題に非常に強い

４次元変分法

・サンプリング法との融合可能性
・Metroplis-adjusted Langevin algorithm
・Hamiltonian/Hybrid Monte Carlo (HMC)

← レプリカ交換法との併用

26/40

H(x, v) =
v2

2
− log(P(x))

dv
dt

= −
∂H
∂x

dx
dt

=
∂H
∂v

x

v H(x, v)

・Hamiltonian/Hybrid Monte Carlo (HMC)

e
�H(v,x)

<latexit sha1_base64="BhXbVZTemVHN/T08lXChJUPdUqA="></latexit>

からのサンプリング

両者の相補的な高度化
最適化法とサンプリング法

→ 採択率が向上
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後半の話題

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

もっと改善したいところ
・４次元変分法単体では事後分布の形状評価は原理的に不可能

✓
<latexit sha1_base64="6L/sfM20+IbPGS/8f9cvkF/lmnE="></latexit>✓̂

<latexit sha1_base64="ehxCx+d3pIESsKl7ZfcPjJ0tcZ8="></latexit>

p(✓ | D)
<latexit sha1_base64="aKB9kaQCOyKzH6yU8shDDgcB/1o="></latexit>

・分散くらいは評価できないか？

Ito et al. (2016)

→ 推定の不確実性・信頼性評価

ラプラス近似による不確実性評価

・サンプリング法との組み合わせ？
・ 計算回数をなるべく減らしたい

27/40
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https://journals.aps.org/pre/abstract/10.1103/PhysRevE.94.043307


大規模不確実性評価

28/40
© 伊藤伸一



後半の話題

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

もっと改善したいところ
・４次元変分法単体では事後分布の形状評価は原理的に不可能

✓
<latexit sha1_base64="6L/sfM20+IbPGS/8f9cvkF/lmnE="></latexit>✓̂

<latexit sha1_base64="ehxCx+d3pIESsKl7ZfcPjJ0tcZ8="></latexit>

p(✓ | D)
<latexit sha1_base64="aKB9kaQCOyKzH6yU8shDDgcB/1o="></latexit>

・分散くらいは評価できないか？

Ito et al. (2016)

→ 推定の不確実性・信頼性評価

ラプラス近似による不確実性評価

・サンプリング法との組み合わせ？
・ 計算回数をなるべく減らしたい

29/40
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ラプラス近似

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

C(✓) ⇠ C(✓̂) +
1
2

(✓ � ✓̂)>H✓̂(✓ � ✓̂)
<latexit sha1_base64="JRv58tOCfHzabxlnMrLO7yysm+M="></latexit>

H✓̂ = r✓̂r✓̂>C
<latexit sha1_base64="GH4BPXo9EmMbY4bo5jJTTNEfX4E="></latexit>

: ヘッセ行列

✓
<latexit sha1_base64="6L/sfM20+IbPGS/8f9cvkF/lmnE="></latexit>✓̂

<latexit sha1_base64="ehxCx+d3pIESsKl7ZfcPjJ0tcZ8="></latexit>

p(✓ | D)
<latexit sha1_base64="aKB9kaQCOyKzH6yU8shDDgcB/1o="></latexit>

H✓̂
�1

<latexit sha1_base64="0lZJ2vqCh+UO6B0zkPKv0KowVfM="></latexit>

p(✓ | D) ⇠
s

det H✓̂

(2⇡)N exp
"
�1

2
(✓ � ✓̂)>H✓̂(✓ � ✓̂)

#

<latexit sha1_base64="A7asVjfc253gxyZu5hGmgX7o5lw="></latexit>

→ ヘッセ行列/逆行列の大きさは (変数の数)2

→ 直接法に基づいてヘッセ逆行列を計算しようとすると

要素計算 逆行列計算

ヘッセ行列/逆行列の直接計算は避けたい

計算コスト = (シミュレーション時間) x (変数の数)2 + (変数の数)3

30/40
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クリロフ部分空間法

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

ヘッセ逆行列要素を部分的に抽出することを考える

Hy = b
<latexit sha1_base64="Rm0o21olSgYXQrfkXukYcHF+pms="></latexit>

: 単位行列の列ベクトル

クリロフ部分空間法

Kr(H, b) = span{b,Hb,H2b, . . . ,Hr�1b}
<latexit sha1_base64="U97LctVi2kH3/765A/fd+0Zg4sw="></latexit>

・共役勾配(CG)法
・共役残差(CR)法
・一般化最小残差(GMRES)法,...

Set an initial guess r0

↵k = (Hsk, sk) / (Hsk,Hsk)
rk+1 = rk + ↵kpk

sk+1 = sk � ↵kHpk

�k = (Hsk+1, sk+1) / (Hsk, sk)
pk+1 = sk+1 + �kpk

Hpk+1 = Hsk+1 + �kHpk

s0 = b�Hr0 p0 = r0Compute , 
k = 0, 1, 2, ...For

End For

CR法の疑似コード

・ヘッセ行列- ベクトル積が高速に計算できれば
逆行列要素が高速に抽出可能になる

31/40

に取ればb = ei
<latexit sha1_base64="dsIv2iRo2y2HFt6e3ayLnTAlzZ0="></latexit>

yi =
⇣
H✓
�1
⌘

i,i
<latexit sha1_base64="XXSzyGhRQ03wISrqGMzgv7kc/cM="></latexit>

y j =
⇣
H✓
�1
⌘

i, j
<latexit sha1_base64="6VrghFAwfQEineCDUlE0dA92+Mo="></latexit>

は分散、 は共分散

© 伊藤伸一



Second-order adjoint (SOA) 法

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

� d
dt
�t = (rx f )> �t +

X

t02T obs

�(t � t0)rxt0C
<latexit sha1_base64="1kqcoTy2iTY3iSE4F+wj0lrXbFY="></latexit>

�T = 0
<latexit sha1_base64="h5FlaEbyb5cnhAtKyCqna4vs1GU="></latexit>

シミュレーションモデルおよび Adjoint モデルを各変数について線形化する

x0 = ✓
<latexit sha1_base64="3tnKdZhOroykKE9AkYQLgeiHt+E="></latexit>

シミュレーションモデル

Adjoint モデル

32/40
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Second-order adjoint (SOA) 法

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

Second-order adjoint (SOA) モデル

シミュレーションモデルおよび Adjoint モデルを各変数について線形化する

Tangent linear (TL) モデル
d
dt
�t = (rx f ) �t

<latexit sha1_base64="Yn4fesY/G2osg9+bcjgQv8fTPeE="></latexit>

� d
dt
⇠t = (rx f )> ⇠t + {(rxrx f ) �t}> �t +

X

t02T obs

�(t � t0)rxtrxt
>C�t

<latexit sha1_base64="cWgBysKO1kJYknbs8RDoTHXoJrk="></latexit>

⇠0 = H✓�0 = H✓r
<latexit sha1_base64="lFXHXN5wHy1jjc38s9iNFpRQ4pg="></latexit>

⇠T = 0
<latexit sha1_base64="EK7rs6L3wFhb50BjyIGqKd0OB7Q="></latexit>

�0 = r
<latexit sha1_base64="nOOznfNHsRu/VgwTqdVSyfoIVns="></latexit>

TLモデルとSOAモデルを組み合わせることで、

ヘッセ行列と任意のベクトルの積をベクトルとして出力することができる！

33/40
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SOA 法によるヘッセ行列-ベクトル積の計算

t
<latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit><latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit><latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit><latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit>

t
<latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit><latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit><latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit><latexit sha1_base64="RWXuDuJHXJvlN8xJDO9R8AqtrUs="></latexit>

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

T obs = {0, t1, t2, . . . , tn = T}
<latexit sha1_base64="ryuXTQ0mJCzzWoku/BcVPGMW6NI="></latexit>

TL モデル
d
dt
�t = (rx f ) �t

<latexit sha1_base64="Yn4fesY/G2osg9+bcjgQv8fTPeE="></latexit>

�0 = r
<latexit sha1_base64="nOOznfNHsRu/VgwTqdVSyfoIVns=">AAALk3icbdZbb9owFAfwdNeujLXdtKe9oNGH9qEIummrNE1q6f1OL1zaBiEnOOASJ2liIBBlX2Sv24fat1kIqCfJSV6w/Tt/ByJiW7F05ohi8d/cs+cvXr56Pf9mIfM2+25xafl9zTH7tkqrqqmbdkMhDtWZQauCCZ02LJsSrui0rvR2Jl4fUNthpnEjRhZtctIxmMZUIoKh1tKi3Ka6IC2v6Od+5uxcaylfLBTDK4cbpVkjL8 </latexit>

SOAモデル
� d

dt
⇠t = (rx f )> ⇠t + {(rxrx f ) �t}> �t +

X

t02T obs

�(t � t0)rxtrxt
>C�t

<latexit sha1_base64="cWgBysKO1kJYknbs8RDoTHXoJrk="></latexit>

⇠0 = H✓�0 = H✓r
<latexit sha1_base64="lFXHXN5wHy1jjc38s9iNFpRQ4pg="></latexit>

⇠T = 0
<latexit sha1_base64="EK7rs6L3wFhb50BjyIGqKd0OB7Q="></latexit>

Input

Output

�0 = r
<latexit sha1_base64="nOOznfNHsRu/VgwTqdVSyfoIVns="></latexit>

⇠0 = H✓�0 = H✓r
<latexit sha1_base64="lFXHXN5wHy1jjc38s9iNFpRQ4pg="></latexit>
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SOA 法を用いた不確実性評価法

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

✓
<latexit sha1_base64="6L/sfM20+IbPGS/8f9cvkF/lmnE="></latexit>✓̂

<latexit sha1_base64="ehxCx+d3pIESsKl7ZfcPjJ0tcZ8="></latexit>

p(✓ | D)
<latexit sha1_base64="aKB9kaQCOyKzH6yU8shDDgcB/1o="></latexit>

H✓̂
�1

<latexit sha1_base64="0lZJ2vqCh+UO6B0zkPKv0KowVfM="></latexit>① TL モデルを解く

② SOA モデルを時間後ろ向きに解く

③ クリロフ部分空間法で更新。①へ戻る。

⓪ y の初期値を設定

Hy = b
<latexit sha1_base64="Rm0o21olSgYXQrfkXukYcHF+pms="></latexit>

に取ればb = ei
<latexit sha1_base64="dsIv2iRo2y2HFt6e3ayLnTAlzZ0="></latexit>

yi =
⇣
H✓
�1
⌘

i,i
<latexit sha1_base64="XXSzyGhRQ03wISrqGMzgv7kc/cM="></latexit>

y j =
⇣
H✓
�1
⌘

i, j
<latexit sha1_base64="6VrghFAwfQEineCDUlE0dA92+Mo="></latexit>

は分散、 は共分散

TL, SOAモデルの計算コスト ≒ シミュレーションモデルの計算コスト

逆行列の計算コスト = (シミュレーション時間) x (反復回数) x (変数の数)

(シミュレーション時間) x (変数の数)2 + (変数の数)3c.f. 直接法
35/40

１列のみの抽出であれば、 (シミュレーション時間) x (反復回数)
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不確実性評価法の適用

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

問題設定

・        の不確実性         　m
<latexit sha1_base64="cvTWDqnGB0WWzH7k4gKGdgAcjgM="></latexit>

のみをSOA法によって選択的に評価
詳細な設定

�m
<latexit sha1_base64="FE36sNuOQnl09xcmrmLUqJxOa+c="></latexit>

ノイズ分布:事前分布: 一様分布
データ取得: 時間窓

q(!) = N(0, 0.012)
<latexit sha1_base64="dI48rqdGMKzo3Qy4xFrpWs/Z14Y="></latexit>

[0.1⌧, 102.5⌧ ]
<latexit sha1_base64="hDPnxqQvgfmb4Q46gOzQT/F6bkQ="></latexit>

クリロフ部分空間法:共役残差法 

（60,001次元空間中の事後分布の標準偏差１つだけ）

36/40

�(x, t)
<latexit sha1_base64="Z6IVwu0a+OQ2hYxc9Gak7CYeHIE="></latexit>

m
<latexit sha1_base64="cvTWDqnGB0WWzH7k4gKGdgAcjgM="></latexit>

Allen-Cahn モデル (phase-field モデル)

: Phase-field 変数

: 相境界移動方向を決めるパラメータ
TDGL方程式、結晶成長モデル、延焼モデル、…

の時間発展�(x, t)
<latexit sha1_base64="Z6IVwu0a+OQ2hYxc9Gak7CYeHIE="></latexit>

300格子点

20
0格
子
点⌧

@�

@t
= ✏2 4 �+ � (1� �)

✓
�� 1

2
+m

◆

<latexit sha1_base64="ez+mHNjUXJcK1+H9U215fb4s8aM="></latexit>

�x = ✏
<latexit sha1_base64="HLR6k1x6qbu/qB5Y1UYnolx6upE="></latexit>

�t = 0.1⌧
<latexit sha1_base64="YJJkoD+q5W19iUYhRhP1ccTq37A="></latexit>

格子間隔：
タイムステップ：

m = 0.1
<latexit sha1_base64="RloqgP/JWQSPgqFK7OeGGGkNOFQ="></latexit>

ラプラシアンは中心差分で離散化、
時間微分はオイラー法で離散化、

�(x, t)
<latexit sha1_base64="Z6IVwu0a+OQ2hYxc9Gak7CYeHIE="></latexit>

1

0

相１ 相１相２

�(x, t)
<latexit sha1_base64="Z6IVwu0a+OQ2hYxc9Gak7CYeHIE="></latexit>

２つの相の時空間発展を記述

@m
@t
= 0

<latexit sha1_base64="3qMrFlKRdHaO/yZUGFY7VBmQIxc="></latexit>

Noisy なスナップショットの時系列データから
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不確実性評価法の適用

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

�m <latexit sha1_base64="FE36sNuOQnl09xcmrmLUqJxOa+c="></latexit>

�m
<latexit sha1_base64="FE36sNuOQnl09xcmrmLUqJxOa+c="></latexit>

Time
�T

<latexit sha1_base64="vVmVVIaLWXq2BIlNcVdjI92c70o="></latexit>

0.1⌧
<latexit sha1_base64="3EirMri1ChkJhn6e12th86FFPoE="></latexit>

102.5⌧
<latexit sha1_base64="KZ6ct72X8EumPTb4WWj5AhnZt04="></latexit>

データ取得間隔

高次元の事後分布からの選択的な不確実性抽出が可能に

は4次元変分法による推定値

/ 1/Ndata
<latexit sha1_base64="hDUJnfh6dczxkkLGXk1C2Y1Snqo="></latexit>
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まとめと展望

2021.01.22 スマートサンプリング講演会

・４次元変分法データ同化
・サンプリング法との相補的な高速化へ向けた試み

✓
<latexit sha1_base64="6L/sfM20+IbPGS/8f9cvkF/lmnE="></latexit>✓̂

<latexit sha1_base64="ehxCx+d3pIESsKl7ZfcPjJ0tcZ8="></latexit>

p(✓ | D)
<latexit sha1_base64="aKB9kaQCOyKzH6yU8shDDgcB/1o="></latexit>

H✓̂
�1

<latexit sha1_base64="0lZJ2vqCh+UO6B0zkPKv0KowVfM="></latexit>

・Second-order adjoint 法 に基づく不確実性評価

まとめ

今後の展望

・いかに少ない試行で意味のある情報をとってこれるか

・最適化法とサンプリング法の良いとこ取り
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ありがとうございました。
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